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Graphreprasentation

* QGraphen sind die allgemeinste Datenstruktur in der Vorlesung

* Definition: Ein Graph ist ein Tupel G=(V,E), wobei V eine Menge von
Knoten ist und £ < V%V eine Menge von Kanten.

» Darstellung von Beziehungen zwischen Objekten durch Kanten

* Darstellung anderer Datenstrukturen durch Graphen meist moglich
Beispiel: MI-Objekte sind Menge aus Knoten ohne Kanten.

* Problem mit Graphrepréasentationen:
Vergleich 2er Graphen ist sehr teuer!
= Verwende einfachere Datenstrukturen wenn moglich !

315

Anwendungen

Beispiele:
* Molekulare Strukturen, RNA-Transkription

» Bio-Informatik: Protein-Interaktionsnetzwerke, Philogenetische
Netzwerke, Metabolom-Netzwerke..

» Soziale Netzwerke: Vergleich dhnlicher sozialer Gruppen
(Zusammenarbeit in Arbeitsgruppe, Zuspiel Fulballmannschaft..)

«  WWW, Internet, Computernetzwerke: Web-Ringe, Netzwerk-
Topologien..

* XML-Dokumente sind ebenfalls Graphen im allgemeinsten Fall.

(Vorsicht viele XML-Datenquellen lassen sich ohne
Informationsverlust durch Feature-Vektoren modellieren.)
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Arten von Graphen

Erweiterungen der Definition:
GRAPH: Ein Graph ist ein Tupel G=(V,E), wobei V eine Menge von
Knoten ist und E < VXV eine Menge von Kanten.

GERICHTETER GRAPH: Gilt (v, v) # (v,v,) ist der Graph gerichtet.

GELABELTE oder ATTRIBUTIERTE GRAPHEN: Seien F,und F';, Feature-Raume.
Ein Graph G heif3t gelabelt oder attributiert bzgl. der Knoten V, wenn es zu jedem
Knoten v €V genau eine Feature-Beschreibung /, € F. gibt.

Ein Graph G heif3t gelabelt oder attributiert bzgl. der Kanten E, wenn es zu jeder

Kante e € E genau eine Feature-Beschreibung /, € ', gibt.

Bemerkung:
In der Regel sind Knoten und Kanten nur mit einzelnen diskreten Attributen gelabelt.
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Darstellung von Graphen

Knotengrad: Der Grad d (v, eines Knotens v,in G=(V,E) ist die Anzahl der anliegenden
Kanten: d,(v.)= {V_,-‘(V,-a"_/) ek }1
Adjanzenz-Matrix: Die Adjazenz-Matrix eines Graphen G=(V,E)
ist gegeben durch: [ {1 falls (vA v )e E
i

i27]
0 sonst
Weg (Walk): Ein Weg in G=(V,E) der Lange k- ist eine Sequenz von Knoten w=(v,,v,,..,v,)
und (v, , v)e E fiiralle ] <i <k
Pfad (Path): w ist ein Pfad falls v#v; fir alle i7j.
(=> Kein Knoten darf in w zweimal auftauchen.)
Zyklus (Cycle): Sei w=(v,,..,v;) und v,= v, und fir alle 1 <i,j <k gilt v#v;dann ist w ein
Zyklus.

Walk Path Cycle
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Das Graph-Vergleichsproblem

Gegeben: 2 Graphen G und G*.
Gesucht: Abbildung s:(VXE)x(VxE) — IR, die die Ahnlichkeit von

G und G* quantifiziert.

Ansatze:

Isomorphie: 2 Graphen sind gleich, wenn es eine eineindeutige
Abbildung von Knoten und Kanten gibt.

=> Ahnlichkeit iiber die GroBe der isomorphen Teilgraphen.

Edit-Distanz: Unéhnlichkeit der Graphen wird durch Aufwand
berechnet den einen Graphen in einen anderen zu verwandeln.

Topologische Deskriptoren: Zwei Graphen sind dhnlich, wenn ihre
Topologie dhnliche Eigenschaften aufweist.

(z.B. dhnliche Anzahl von Knoten mit Grad »)
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7.2 Isomorphiebasierte Graphvergleiche

Wann sind zwei Graphen gleich ?

Graph-Isomorphie:

Seien G=(V,E) und G ‘=(V* E°) 2 Graphen. G und G°* sind genau dann isomorph
(G=@G"), wenn es eine Bijection f> V=V mit (v,v‘) eE < (f(v),f(v)) € E " fiir alle v,v‘eV.
f heiflt dann Isomorphismus.

Subgraph: Sei G =(V,E) ein Graph, dann ist G ‘=(V‘ E°) ein Subgraph von G,

wenn V'c Vund E‘c (V*XV'NE).

Subgraph-Isomorphie: Seien G=(V,E) und G ‘=(V E‘) 2 Graphen. G ‘ ist subgraph-

isomorph zu G falls es einen Subgraph G von G gibt mitG"=G" .

Maximaler Gemeinsamer Subgraph : Seien G=(V,E) und G ‘=(V',E‘) 2 Graphen. Ein

Graph S ist ein maximaler gemeinsamer Subgraph mcs(G,G ‘) , wenn S sowohl
Subgraph von G als auch von G ‘ist und es keinen anderen gemeinsame Subgraphen S*
mit mehr Knoten gibt.

Minimaler Gemeinsamer Supergraph: Seien G=(V,E) und G ‘=(V*E°) 2 Graphen. Ein

Graph S ist ein minimaler gemeinsamer Supergraph MCS(G,G ‘) , wenn sowohl G als
auch von G ‘ ein Subgraph von § ist und es keinen anderen gemeinsamen Supergraphen
gibt der weniger Knoten hat.
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Isomorphiebasierte Distanzen

Sowohl die GroBe des max. gemeinsamen Subgraphen als auch die Grofle des minimalen
gemeinsamen Supergraphen beschreiben Ahnlichkeit der Graphen.

Distanzmal 1: Relative Grofie des maximalen gemeinsamen Subgraphen

~ |mcs(G, G’)|

d,(G,G) =1 =

max\|G

Distanzmal} 2: Differenz der Grofle zwischen MCS(G,G*) und mes(G,G*)

d,(G,G") =|MCS(G,G")

—|mcs(G, G')|

Abhingig von Bestimmung der GréBe eines Graphen:

z.B. Anzahl der Knoten => auch unterschiedliche Graphen haben Abstand 0

Distanzen sehr teuer in Berechnung, da Bestimmung von MCS und mcs das Subgraph-Isomorphie
Problem enthilt (NP-hart).
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Edit Distanzen auf Graphen

Idee: Abstand zweier Graphen entspricht den minimalen Kosten um G so

abzuindern, dass G zu G ‘ isomorph ist.

integriert Fehlertoleranz, indem Unterschiede bewertet werden
Operationen: Loschen, Einfligen, Umlabeln von Knoten und Kanten.
Jede Operation hat Kosten, die von den Labeln abhidngen konnen.

Eigenschaften wie Symmetrie, Definitheit und Dreiecksungleichung hiangen
von den Kosten der Edit-Operation ab.

Die Graph Matching Distanz zwischen 2 Objekten entspricht:

d(G,G") = mSin{c(S )‘S ist Sequenz von Operationen , die G in G' éindert}

wobeli ¢(S) die Kosten der Edit-Operationen darstellt.

Problem:

Graph- und Subgraph-Isomorphie konnen als Spezialfall der Edit-Distanz
betrachtet werden => Berechnung sehr aufwendig

Ergebnis stark von den Kosten der Edit-Operationen abhéngig
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Edit Distanzen auf Graphen

Performanz:

allgemein kann die Komplexitét nicht reduziert werden

Einschrinkung der Graphen

z.B. auf Baume.

=> Biume konnen eindeutig als Strings dargestellt werden

=> Edit-Distanz auf Strings ist in O(n?)

=> Problem: Einfiligen eines Blatts verdndert Baum anders als
Einfiigen eines inneren Knotens.

f Deletion A in Blatt

(A)
;3‘ © m [A[BAIB[A]IIIC]] m [ABIAIBIAIIIC]]
& [A[B[A][B]][CI]

Bestimmung der Edit-Kosten:

Domain-Experten
Mathematische Modelle
Lernen der Kosten fiir Klassifikation
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Fazit

Mathematische fundiertes Framework

Graphen werden direkt und bzgl. all ihrer Eigenschaften
verglichen

Isomorphie-basierte Verfahren hiangen davon ab wie |G| definiert
wird. (Kosten fiir Label, Kanten, Knoten..)

Edit-Distanz verallgemeinert [somorphie-basierte Verfahren
Kosten und Art der Edit-Operationen bestimmen Distanz

Kosten fiir den Vergleich von Graphen sehr hoch
=> nur auf wenige Graphen und kleine Graphen anwendbar
Einschrankung auf bestimmte Topologien kann Problem

entspannen. Aber: Verlust der Allgemeinheit von Graphen
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7.3 Topologische Deskriptoren und Graph-Kernel

Idee: Da der direkte Vergleich der Graphen zu teuer ist, vergleiche
nur die Eigenschaften der Graphen.

Mogliche Eigenschaften:

* Graph-Summarisierung: Bestimme Histogramme tiber
Kantengrade, Kantenldnge, Label-Haufigkeiten..

» Betrachte Graphen als Menge von Kanten und Knoten
=> (Graph besteht aus 2 Repriasentationen aus MI-Objekten

Knotenlabel: (3 @3 @)
Knotengrade: (0 (0), 1 (1), 0(2), 5(3))
@
Kantenmenge
‘ ~
* O
Knotenmenge
([ @
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Topologische Deskriptoren

Aber: Bis jetzt keine Beschreibung der Graph-Topologie
= Topologische Deskriptoren
z.B. Eigenschaften von Wegen, Pfaden, Subgraphen...

= Topologische Deskriptoren zerlegen ein Graphen in eine Menge von einfacheren
topologischen Objekten. Eventuell werden diese noch summarisiert.

Beispiel: Wiener Index

Sei G=(V,E) ein Graph. Dann ist der Wiener Index W(G) definiert durch:
w(G)=>>d (Vi,v j) wobei d(v,v,) die Lénge des kiirzesten Pfades von v; nach v; in
G 1St v;eGv;eG

Bemerkgung: Es gilt: Wenn G =G'= W(G) = W(G*).
Aber: W(G) = W(G*) kann auch fiir unterschiedliche Graphen G und G ‘ gelten.
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AhnlichkeitsmaBe mit topologischen Deskriptoren

Idee: Benutze topologische Deskriptoren und Zerlegungen, um
Ahnlichkeit zwischen Graphen zu beschreiben.

Ansitze:
« Ableiten von Feature-Rdumen aus Topologischen Deskriptoren

» Integration von topologischen Zerlegungen in Distanzen und
Kernel-Funktion

* Im folgenden werden liberwiegend Kernel-Funktionen
besprochen, da in diesem Gebiet mehr Forschungsergebnisse
vorliegen.

327

R-Convolution Kernel

* Verallgemeinerung des Convolution-Kernels fiir Mengen auf zusammengesetzte Objekte
* Allgemeines Framework fiir fast alle Graph-Kernel.

» Korrektes Einsetzen in dieses Framework erleichtert den Beweis der positiven
Definitheit.

Sei o € O ein zusammengesetztes Objekt mit Z(o) = (x,, .. x,) (=Zerlegung von o0 ),
bei der jede Komponente x; Teil des Raums X ist.

R: X, x.. xR, —{True, False} gibt an, ob (x,, .. x,) eine giiltige Zerlegung von o ist.
R (0):={x|R(0,(x1,..,.xn)=True} dic Menge aller giiltigen Zerlegungen.

Der R-convolution Kernel der Kernelfunktionen K ,.. K, mit K. X, xX, —IR ist

n
K(x,x')zKl*...*Kn(x,x')z Z HK[.(xl.,xi')
xeR(x),x'eR7(x) i=l

Bemerkung:

» Alle Paare von giiltigen Objektzerlegungen werden aufsummiert. Fiir jedes Paar aus
Komponenten werden Kernel-Werte aufmultipliziert.

* Die Flexibilitét steckt in der Menge der Zerlegungen und der Komponenten-Kernel
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R-Convolution Kernel

Beispiel: Spezialisierung auf Mengen und lineare Kernel
Gegeben:Graph G=(V,E) mit L: V— IR?.

Zerlegung eines Graphen und Kernel:

s Z2(G)=V

* Kernel K: (x,y)linearer Kernel

K(G,G')= Zﬁ<L(V),L(V’)> =Y (L(v),L(V))

vel =1 veV
Vel Vel

Bemerkung:
Der Convolution Kernel aus Kapitel 6 ist also ein R-Convolution Kernel.
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R-Convolution auf topologischen Deskriptoren

Sei1 S(G) die Menge aller Subgraphen von G.
All-Subgraph-Kernel fiir G und G *:

KSubgraph (G’ Gl) — Z Z Kisomorphism (g’ g,)

geS(G) g'eS(G)
wobei

1 falls g=z=g'

Komori )=

Bemerkungen:
» Vergleich aller Teilgraphen auf Isomorphie

e NP-harter Kernel, da das Subgraph-Isomorphie Problem Teil der
Berechnung ist.
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Der Produktgraph

Idee: Um gemeinsame Wege von G und G zu finden, kann man beide Graphen
in einen Produktgraphen G ,=G xG ‘ zusammenfassen. Wege im
Produktgraphen entsprechen dann den gemeinsamen Wegen von G und G .

Produktgraph:
G,=GxG " fir G=(V,E,L) und G=(V ', E" L") ist folgendermafen definiert:

V., = {(vi,v;.):vi eV avieV' ALy, = L(v;.)}

X

EX:{((vl.,v;.),(vk,v,'))eVxV’:(vl.,vk)eE/\(v;.,vl')eE'/\L(vi,vk)zL(v;.,v')}
oo
X " &
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Random Walk Kernel

Idee: Vergleiche 2 Graphen bzgl. der Anzahl aller Wege, die in beiden Graphen
gelaufen werden konnen. Wege sind gleich, wenn man die gleichen Label und
die gleiche Anzahl von Knoten in beiden Wegen beobachten kann.

Berechnung:
Zidhle alle Wege in beiden Knoten auf und vergleiche diese.
Aber: Wege konnen unendlich lang sein und Matching ist teuer.

Losung: Berechnung mit dem Produktgraphen:
V| [ 0 7]
K6.6)=3 S| =3 fi-aa)],
i,j=1_n=0 ij i,j=1

Bemerkung: Faktor 0< A < [ sorgt fiir Konvergenz.
Unter Konvergenz ist der Random Walk Kernel positiv definit.
({ 1st eine Diagonalmatrix mit 1 in der Hauptdiagonale.)
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Random Walk Kernel

Zeitkomplexitit:
 fiir 2 Graphen G und G°¢ sei n = max(|V|],|V‘|)
» Berechnung des Produktgraphen:
» Vergleich aller Paare von Kanten: n? potentielle Kanten
« Komplexitdat: O(n?)
» Invertieren der Adjazenzmatrix:
* Inversion einer n°x n? Matrix : O(n®) (Invertieren ist kubisch)
» Laufzeitkomplexitit fiir Berechnung eines Graphvergleichs:
O(n®)
Fazit: Sehr teures AhnlichkeitsmalB !!
(Verfahren kann allerdings auf O(n?) beschleunigt werden

[ Vishwanathan et al. 2006] )
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Weitere Probleme mit Random Walks

» L ottering*

Walk-Kernel erlauben, dass Wege die gleichen Knoten und Kanten
mehrmals enthalten => durch hin und her Wandern zwischen den
gleichen 2 Knoten wird die Ahnlichkeit kiinstlich erhoht.

Losungsansatze:

* FEinfiihren zusatzlicher Knoten-Labels
— Matchende Knoten nehmen ab
= Klassifikationsgenauigkeit steigt

» Verbieten von Zyklen aus 2 Knoten.
=> keine Verbesserung
=> Tottering tritt auch tiber mehr als 2 Knoten auf
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Subtree Kernels

Idee: Vergleiche baumartige Subgraphen, um die Topologie feiner
als be1 Random-Walk Kernels zu unterscheiden.

Fiir alle Knotenpaare velV und v eV aus G= (V,E) und
G =V G’) und eine vorgegebene Hohe A:

1. Vergleiche rekursiv die Menge der Nachbarn von v und v*
=> Kernel auf Knoten

2. Graphvergleich iiber Aufsummieren der Kernel-Werte tiber
alle Knotenpaare.

335

Subtree Kernels

Nachbarschaft eines Knoten:
* O%(v): Menge der zu Knoten v angrenzende Punkte
* M(v,v%): Menge der Matchings von 0*(v) und 6*(v*)

, . . A(¥(a,b)(c,d)eR:a=c<=b=d)
M(v.v)= {R <o (vxa(y )(A (V(a,b) e R: label(a) = label(b))}

Kernel zweier Baume:
o k,(v,v") ist dann definiert als: &, (v,v')=4.4, Y. [[kii(r.s)

ReM (vV') (r,s)eR

A,und A,.sind positive Skalare
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Subtree Kernels

Vergleich zweier Graphen:
fiir eine gegebene Hohe h gilt:

Koo (G, G')= Z Z ky(v,v")

vel vel'

firhow: K,,,(G,G)=lmK,,,(G,G')

fur passende Werte fiir A, und A . konvergiert dieser Grenzwert.

» beide Versionen sind bereits positiv definit

« fiir groBle 4 wird K,,,,(G, G ‘) bereits gut angenéhert.

ree
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Subtree Kernels

 betrachtete Baume sind nicht notwendigerweise Teilgraphen von

G oder G*, da Knoten mehrfach besucht werden diirfen.
=> Tottering ist auch hier ein Problem

» Schlechtere Laufzeit als Random Walk Kernels
» komplexere Strukturen

» Laufzeit wichst exponentiell mit Hohe % der betrachteten
Baume
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Shortest Path Kernel

Idee: Einschrankung der Random Walks auf kiirzeste Pfade
(Shortest Path). Hierdurch weniger Teilkomponenten, die zu
vergleichen sind und kein Tottering mehr.

» Berechne die Menge der kiirzesten Pfade fiir G und G* separat

» Vergleich der Graphen als Menge aus kiirzesten Pfaden

« Uber Aufsummieren aller Kernel-Werte iiber alle Paare von
kiirzesten Pfaden kann ein Kernel auf Graphen definiert werden.
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Shortest Path Kernel

Berechnung der kiirzesten Pfade:

» Berechnung liber All-Pair Shortest Path Algorithmus
(Floyd-Warshal Algorithmus: O(#?) )

* Ergebnis definiert eine Matrix D:
d

o0  sonst

.; Jalls v, erreichbar vonv,

MShortestPath (G)l] = {

» Menge der kiirzesten Pfade SD(G) beschreibt Graph G
( unendliche Wege nicht in SD(G) enthalten)
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Shortest Path Kernel

Vergleich 2er Graphen iiber Convolution Kernel:

KshortestPath (G’ G’) = Z Zk(S17S2)

5,€SD(G) s,€SD(G")

Bemerkung:
* Kk(s;,,) 1st eine Kernelfunktion auf Pfaden/Wegen
Moglichkeiten: - Vergleich der Distanzen
- Beriicksichtigen der Start- und End-Label
- Berticksichtigen aller Label
Komplexitit: O(n?)
da n’ mogliche kiirzeste Pfade, die paarweise verglichen werden
miissen. (bei komplexen Kerneln auf Pfaden hoher !)
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Bezug zu Distanzen auf Graphen

Haufig lassen sich Kernel direkt in Distanzen tiberfithren, wenn
das von der Anwendung her erforderlich ist.

1. Jeder Kernel impliziert auch ein Distanzmal:

D(G,G") = K(G,G)+K(G,G")-2-K(G,G")

2. Auch konzeptionell konnen viele Ideen direkt iibertragen werden:
1. All-Subgraph: Zéhle Anzahl nicht-isomorphe Subgraphen

2. Shortest Path: Vergleich Mengen der kiirzesten Pfade mit einem der
Abstandsmalle aus Kapitel 6.
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Fazit

Modellierung von Objekten als Graphen erlaubt die Beschreibung
von Beziehungen zwischen Teilobjekten.

Graphen konnen gerichtet sein und gelabelte Knoten und Kanten
haben. Als Label konnen beliebige andere Objektreprasentationen
dienen. (Meistens: 1 diskretes Attribut)

Komplexitdt von Graphen schrankt ihre Anwendbarkeit ein.

Vergleich liber topologische Eigenschaften erlaubt die
Verwendung von Beziehungswissen mit vertretbarem Aufwand.

Topologischer Vergleich arbeitet oft auf Transformation eines
Graphen in weniger komplexe Darstellungen
(z.B. MI-Objekte oder Feature-Vektoren).

Dabei geht ein Teil der Information verloren.
(z.B. Ungleiche Objekte konnen Distanz 0 haben.)
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