Kerne (2) und die Support Vector
Machine

Volker Tresp



e Bisher hatten wir gezeigt, dass sich fiir die Losung der lineare Regression als gewichtete

Summe von Kernelfunktionen schreiben lasst

e Fiir welche weiteren Kostenfunktionen ist dies ebenso moglich? Hier liefert das folgende

Theorem Klarheit



Representer Theorem: Sei €2 eine strikt monoton wachsende Funktion, 10sS() eine
beliebige Verlustfunktion, dann erlaubt der Minimierer des regularisierten Risikos

N
> loss(yi, f(x:)) + QU< £, f >¢)
1=1

eine Darstellung der Form

N

Fx) = wik(xi,x)

1=1

Beispiel: < f, f >4= wlw

Dies bedeutet, dass sich Kernellosungen z.B. auch fiir die logistische Regression und
die Optimale Hyperebene ergeben

Allerdings lassen sich die Losungen in der Regel nicht geschlossen schreiben sondern
ergeben sich als Losung eines Optimierungsproblems



e In Bezug auf das Prinzip der optimalen Hyperebene ergibt sich die Support Vector
Machine

e Wir hatte ja schon gesehen, dass sich die Losungen entsprechend schreiben lassen



e Man I6st schlieBlich: Maximiere in Bezug auf die o

Lp = Z oy — < Z Z azaky@ykqﬁ(xz) ¢(Xk)
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mit den Nebenbedingungen
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und
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e Damit kann die Losung sich schreiben als

N
f(z) =sign | Y y0k(Z,%;) + wo
1=1
Die Terme mit «; > O definieren die Supportvektoren. Dies bedeutet, dass man die
Losung ebenfalls als gewichtete Summe der inneren Produkte des Eingangsvektors mit

den Supportvektoren schreiben kann!



e Bei sich iiberlappenden Klassen fiihrt man slack Variablen &; ein:

e Die optimale Trennebene kann gefunden werden als

Wopt = arg m“ifn wiw

unter den Nebenbedingungen, dass

yi(xiw)y>1-¢ i=1,...,N
N

&>0 > &< 1/y
1=1

e v > O bestimmt den Kompromiss zwischen Trennbarbeit von Klassen und Uberlap-

pungsgrad. Fiir v — oo erhdlt man den separierbaren Fall.






Lineare SVM
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Nichtlineare SVM

SVM - Degree-4 Polynomial in Feature Space

Training Error:
TestError:  0.245 1 "SSive
BayesErrgrj D210 ctiiztiziririt Mhmm e




SVM - Radial Kernel in Feature Space
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Training Error; 0.160
Test Error: 0.218
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Der “Kernel Trick” erlaubt es, in unendlich hohen Dimensionen zu arbeiten

Dennoch konnen durch die Regularisierung sehr gute Ergebnisse erzielt werden; z.B.
hangt die Generalisierung einer SVM vom Margin ab und nicht von der Dimensionalitat

des Problems

Die Regularisierung entspricht Glattheitsannahmen der Funktion; es gibt eine gewisse
aquivalenz zwischen Kernel Trick, SVM, Gauss Prozessen, smoothing Splines, Regu-

larisierungsansatzen, ...

Der Kernel Trick kann immer dann angewandt werden, wenn sich die Losung so schrei-

ben lasst, dass die Eingangsvektoren als innere Produkte auftreten; das bekannteste
Beispiel ist die Kernel-PCA



e Die Losungen der Optimierungsaufgabe lasst sich schreiben als

N

F&) =) vik(x,x)

1=1

e Man kann nun ein inneres Produkt zwischen Funktionen f und g definieren als

NI N9
< f,g >= Z Z v{v?k(xi,xj) = wawg
i=1j=1
und kann zeigen, dass die Funktionen mit diesem inneren Produkt einen Hilbertraum
formen.
NS
< fk(z) >= ) volk(x,2) = £(2)
1=1

e Dies ist die reproduzierende Eigenschaft des Kernes. Ein Hilbert-Raum mit einem
reproduzierenden Kern nennt man reproducing kernel Hilbert space (RKHS)
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e Wir haben gesehen, dass die Losung einer Klasse von Optimierungsaufgaben zu Kern-

Losungen fiihrt

e Es gibt weitere Klassen von Problemen, die sich in Kernform schreiben lassen: im
Grunde alle Probleme, die sich so schreiben lassen, dass Datenvektoren nur als inneres
Produkt auftauchen.

e Betrachtet man die PCA: X X7 ist die Kernmatrix und X7 X die Kovarianzmatrix.
Wir haben X = USV?L. Daher, ST1UTX = V7. Die Projektion eines neuen
Vektors:

Vie=85"1UTxs=5"1UTk(., 2)

Da U und S iiber die Zerlegung der Kernmatrix berechnen l3sst, konnen wir die PCA

nur mit Kernoperationen berechnen.

11



